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Sur un problème concernant deux courbes gauches. 

Par Me. G. Koenigs, Professeur h la Sorbonne. 



J'ai donné autrefois dans les Comptes Rendus une formule générale qui 
fournit la représentation sous forme explicite des surfaces réglées rapportées à 
leurs lignes asymptotiques. Cette formule était fondée sur la solution du 
problème suivant : 

Une courbe G étant donnée, en trower une autre G x qui lui corresponde point 
par point de sorte que le plan osculatew a chaque courbe aille passer par le point 
qui correspond sur Vautre au point de contact. 

Je me propose de donner ici la solution directe de ce problème. 

Soit le point M de la courbe G, dont les coordonnées x, y, z,t sont des fonc- 
tions données d'un paramètre variable u. 

Le point M 1 de G x correspondant à M, doit être dans le plan osculateur au 
point Ma la courbe G; ses coordonnées x x , y lt %, ty sont donc de la forme 

Xi = ax 1 ' -j- ftx 1 + yx, " 
yi = ay" + (3y' +yy, 
Zx = az" + (3z' + yz , 
ty = af +(3t! -\-yt, 

où les accents désignent les dérivées prises par rapport à la variable u et a, fi, y 
désignent des fonctions appropriées de u. 

Maintenant, puisque le point M doit être dans le plan osculateur en Jfj à la 
courbe G lt il doit exister des relations de la forme 



(1) 



ox[' + ax[ + %x r -f ftx = , 

?y" +<ryl + *>yi + w = o, 

pzi' +az[ + %z x + (iz = 0, 
pt[ f + oti + Xh. + pt = 0. 



(2) 
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Je dis que l'on peut toujours supposer que l'on a 

a (} 

et alors, à cause de l'homogénéité des formules précédentes, nous pourrons sup- 
poser p = a, G = (5 . 

Imaginons en effet, que l'on ait satisfait aux équations simultanées (1), (2) 
par un premier système de valeurs des fonctions a, /?, y, /l, (i, p, <J . Il est clair 
que l'on aura encore un système satisfaisant à ces équations en changeant 
a, (3, y en a. s, (S. s, y.e, car cela revient à multiplier xi, y x , %, <i par e. 
Désignons par p 1( <y lt % it fa les valeurs correspondantes de p, <r, à, ft, on aura 

pi (ea>i)" + Ci («»i)' + ^i + ^î» = ° > 

etc., ou en développant, 

p!g . x{' + (2p 1 g / + Cjg) a;{ + (pjg" + <Tie' + ^ie) Xi + fax = . 

En comparant aux relations (2) on voit qu'il faudra avoir 

pie _ 2p 1 e / + ffxc _ 

— ■— - — * — — • • • • > 

p a 



les équations que nous n'écrivons pas détermineraient \, fa. Or nous voulons 

écrire 

ae 2ae' + @e 



avoir -&- = -§- ; il faudra donc écrire 

a p 



équation différentielle qui donnera s. 

On voit donc que, par un choix convenable de s , on pourra toujours sup- 
poser que p = a, <r = /2. 

Les équations (1) conservant leur forme, les équations (2) auront alors la 
suivante 

ax[' + (5x[ -f- %,Xi + /xx = , 
àyl' + PyL+Xy 1 + iiy=0, 
az[' + (3z{ .+ Xsfi + fa, = 0, 
a#' +/% +^i + ^ =0, 



(2)' 



-\ 



(5) 
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Si, de la première des équations (1), on tire x r pour en porter la valeur dans la 
première des équations (2)' on trouve l'équation du quatrième ordre 

a s .a; (IV) + 2a (a' + /?) a/" + [a (a" + 2(3' + y) + (3 (a' + (3) + aX\ x" 

+ 0(/3"+ 2/) + P(0' + y) + /&] x' 

+ [ay" + /¥ + */ + <«] * = ° (3) 

et l'on voit que y, z, t vérifient aussi cette équation. 
Soit 

jpr) + éP.Z'" + QP t X" + 4P 3 X' + P,X = , (4) 

l'équation linéaire du 4 ème ordre vérifiée par x, y, z, t. 

Cette équation doit être identique à l'équation (3). On aura donc 

a (a' +0) =2P 1 .a 2 , 

a (a" +2J3' + y) + p (a' + 0) + aX = 6P 3 .a 2 , 
a (/?" + 2/) + /?(£' + y) + fa = 4P 3 .a 2 , 

ay" + {3y' + %y+(i = P 4 .a 2 . - 

Ces équations se simplifient beaucoup. 

En éliminant % entre la 2 ème et la 3 ème de ces équations on obtiendra le 
système suivant 

a' + /?=2P l0 c, j 

ap (a" + 2/3' + y) + (3* (a' + 0) - a 2 (/?" + 2/) - a/? (/?' + y) L (6) 

= 6P a a 2 /? — 4P 3 a 3 , ) 

« (13" + V) + £ (£' + y) + ^ = 4 *V, ) * m 

ay" + Py' + ty + (* = P*a 2 . J v ; 

Les équations (7) donneront A,, /^ quand a, (3, y seront connus. Ces fonctions 
a, fi , y sont liées par les équations (6), qui sont les seules dont nous ayons à 
nous occuper, car la connaissance de A, , p. est secondaire. 

La première des équations (6) nous permettra d'éliminer a', a" de la seconde 
de ces équations. 

La seconde de ces équations s'écrit d'abord 

a(3 (a" + /3') + (3* (aJ + /?) - a 2 (/?" + 2/) = 6P 2 a 2 /3 — 4P 3 a 3 . 

La première des équations (6) nous donne alors 

a' + /8= 2P ia j 

a" + k (3' = 2P 1 a' + 2P[ a = [4P? + 2P{] a — 2P./3 , 
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en sorte que l'équation précédente devient 

a/3 [(4P? + 2P{) a — 2P^] + 2P ia /? 3 - a 3 (/?" + 2/) = 6P a a 2 £ - 4P 3 a 3 . 

Après réductions on trouve 

- /3" + (4P? + 2P{ — 6P 2 ) /3 + 4P s a - 2/ = , (8) 

équation à joindre à la première des équations (6) 

a' + <3=2P 1 a. (9) 

Posons 20 = /?' + 2y, (10) 

l'équation (8) devient 

0'=(2P? + P{-3P a )/3 + 2P 3 a. (11) 

L'équation (10) nous permet de substituer la fonction à la fonction y;a,fl,d 
sont liées par les équations (9) et (11). 

Eliminons /? entre ces équations, nous aurons 

0' = 2 [P 8 + P X P[ + 2P? - 3P x P a ] a + (3P 2 - P{ — 2P?) a'. (12) 

Or, en posant avec Mr. Halphen, 

30 7= — P{'+3P^ — 6P 1 P[— 2P 3 + 6P 1 P Z — 4P?, 

on trouve que l'équation (12) peut s'écrire 

0' = [(3P a — P[ — 2P?) a]' — 30 Va . (13) 

Soit £7 une fonction arbitraire de u, et posons 

'=W (14) 

l'équation (13) devient 

0' - [(3P a - P[ — 2P?) oc]' — U', 

ou, en intégrant et faisant rentrer dans ?71a constante d'intégration, 

= (3P a — P{— 2P?) a — U. (15) 

Si l'on tient comple de la valeur de a on aura 

= (3P a - P{ - 2PÎ) J^- U. (16) 
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Les formules (14), (16) donnent les expressions générales de a, B. L'équation 
(9) donnera fi et l'équation (10) donnera y. Il viendra en définitive : 



XT 
a 



30 F' 

/?=2jPi '3ÔT _ (3Ôt)' 

y = - U + (3P a - 2P( - 2P1) "y - Pl (_^)' + * (^)". 



(17) 



L'expression F a été introduite par Halphen au titre d'invariant projectif des 
courbes gauches.* Si V= 0, la courbe G appartient par ses tangentes à un 
complexe linéaire. Dans ce cas, les expressions (17) tombent en défaut. Mais 
si l'on se reporte à l'équation (13), on voit que cette équation devient immédi- 
atement intégrable et que a peut être prise comme fonction arbitraire. Les 
formules (17) doivent alors être remplacées par les suivantes 

a = a, \ 

P=2P 1 a, — a>, V (18) 

y = (3P S — 2Pf — 2P[) a — iV + è a". ) 

Les formules (17) ou (18), suivant le cas, résolvent donc le problème qui nous 
nous étions proposé, sans aucune intégration ni quadrature. 

Appliquons ceci à une cubique gauche, pour laquelle on peut supposer que 
x, y,z, t sont des polynômes du 3 ème degré d'un paramètre u. Pour une telle 
courbe l'équation du quatrième ordre se réduit à 

X IV = 0, 

les P t sont tous nuls, F est nul, nous sommes dans le cas des formules (18). On 
prendra ici 

a = a , fi = — a', y = 3 a". 

On peut toujours supposer le tétraèdre de coordonnées tel que x, y, z, t soient 
les polynômes suivants de u 

x = u 3 , y=.u % , z = u, t=l. 

* Acta Mathematica, t. III ; Journal de l'École Polytechnique, 47 ème cahier. 



(20) 
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Les formules (1), eu égard aux valeurs (18) de a, /?', y deviennent 

x x = 6au — Sa'u 2 + \ a!'u s , 
y x == 2a — 2a! u + \ a"« 2 , 
z x = — a' + £ a"u , 

*! = Ja". 

En prenant pour a un polynôme du 3 ème degré en u, on obtient une seconde 
cubique gauche G x , qui correspond point par point à la première dans les condi- 
tions indiquées par l'énoncé. 

Rapports avec les lignes asymptotiques des surfaces réglées. 

Soient (7, G x deux lignes asymptotiques sur une surface réglée, M, M x les 
points où une même génératrice rectiligne coupe ces courbes. Le plan tangent 
en M à la surface, qui est le plan osculateur à G, contient la génératrice rectiligne, 
il passe donc en M x ; de même le plan osculateur en M x à G x passe par le point M. 
Les courbes (7, G x sont donc dans la relation indiquée plus haut, le plan oscula- 
teur en chaque point de l'une passant au point homologue sur l'autre. 

Cela étant, prenons une courbe G ligne asymptotique d'une surface réglée ; 
les lignes asymptotiques G x de cette surface réglée correspondront à divers choix 
delà fonction JJ dans les formules (17) (ou (18)). Nous allons chercher quel 
lien existe entre ces fonctions. 

Soit G x une ligne asymptotique correspondant à une détermination particu- 
lière de U. Un point quelconque de la génératrice rectiligne de la surface sera 
représentée par les formules 

X=-x x + Z,.xA 

Y=yi+Ç>y,l ( 2i) 

Z=z x +£..,| 
T=t x +Ç.t,} 

où x x , y x , z x , t x sont fournis par les équations (1), tandis que les équations (2)' 
ont lieu ; £ est un paramètre qui fixe la position du point (X, Y, Z, T) sur la 
génératrice. 

Observons que X, F, Z, T, considérés comme fonctions de u, £ vérifient 
l'équation 

3 2 JT dX , dX . -rr /oo\ 

W=*-du- + q W + rX ' (M) 
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où l'on a (formules (1) et (2)') 



_ P 

a 
a 
Comme X, F, Z, T vérifient aussi l'équation 

d*X 



d? 



- 0, (23) 



on voit, par le rapprochement des formules (22), (23), que u, Ç sont les para- 
mètres des lignes asympto tiques, de la surface considérée. 

On arrive donc à ce résultat que si G, G 1 sont liées par les formules (1), (2)', 
la surface réglée représentée par les formules (21) admet comme asymptotiques 
non rectilignes les lignes £ = constante. Les formules précédentes résolvent 
donc la question suivante : 

Représenter sous forme explicite les coordonnées d'un point (X, T, Z, T) d'une 
sur/ace réglée en fonction de deux paramètres £ , u, de sorte que u = consi. repré- 
sentent les génératrices rectilignes et Ç = const. les lignes asymptotiques non rectilignes. 

Il est à remarquer qu'en partant d'une ligne asymptotique supposée donnée 
la question se résoud sans aucune intégration ni quadrature. 

On sait que la recherche des asymptotiques d'une surface réglée conduit à 
une équation de Riccati. Si, en effet, on voulait identifier la surface réglée repré- 
sentée par les formules (21) avec une surface réglée donnée à priori les calculs 
d'identification conduiraient à une équation de Riccati. 

Il n'en résulte pas moins que les formules précédentes constituent un pro- 
cédé d'étude indirecte des lignes asymptotiques des surfaces réglées, très propre 
à mettre en évidence des propriétés de ces lignes asymptotiques. 

Supposons, par exemple, que l'on veuille toutes les surfaces réglées à asymp- 
totiques algébriques. Il suffira de supposer que la ligne asymptotique G d'où l'on 
part est algébrique, en sorte que x, y, z, t et, par suite, P 1( P 2 , P 3 , P 4 seront des 
fonctions algébriques de u. Ensuite, il faudra prendre aussi pour ZJune fonction 
algébrique de u. 

36 
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On peut faire une remarque générale au sujet des expressions (21) ; si on 
remplace x 1} y lf z lt t± par leurs expressions (1) on trouve, par exemple, 

X—ax" + @x' + (y + Ç)x 

et de même pour Y, Z, T. 

Or, reportons-nous aux formules (17) qui donnent a, fi, y. Le changement 
de y en y + £ revient à ajouter à la fonction arbitraire ZJune constante arbitraire 

Donc les diverses lignes asymptotiques d'une même surface réglée, admet- 
tant G pour asymptotique, résultent des formules (1) et (17) en prenant pour U 
des fonctions qui ne diffèrent que par des constantes additives. 



